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1. Motivación



Agujeros negros

Predicho en 1915 por la teoría de la relatividad general de A. Einstein, un agujero negro
es una región del espacio donde el campo gravitacional es tan fuerte que nada, incluso
la luz, puede escapar de él.

Figura 1: Sombra del agujero negro Sagittarius A* por el equipo de EHT.
Hasta ahora, es la teoría (clásica) más aceptada. Sin embargo, tiene algunas inconsis-
tencias como la singularidad y la pérdida de información.
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Gravastars

Propuesta en 2001 por Pawel Mazur y Emil Mottola, una estrella de vacío gravitacional,
es decir, gravastar, es un modelo teórico presentado como una solución para resolver
algunos problemas asociados a los agujeros negros.

Las características más importantes de este modelo son:

• Introduce fenómenos cuánticos.
• Interior ocupado por un condesado de Bose-Einstein (BEC).
• Interior descrito por un espacio-tiempo de Sitter (Λ > 0).
• Describe una envoltura delgada alrededor de la estrella.

Nota: es común ver en algunos artículos de científicos que los gravastars también reciben
el nombre de estrellas ultracompactas o estrellas de Schwarzschild ultracompactas.
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Investigaciones recientes

En trabajos recientes nuevas soluciones de gravastars se han encontrado en el marco
del desacople gravitacional (Ovalle 2008) bajo el enfoque de deformación geométrica
mínima (MGD).

• Ovalle, J., Posada, C. y Stuchlík, Z. (2019). Anisotropic ultracompact Schwarzschild star
by gravitational decoupling.

• Carrasco-Hidalgo, M. y Contreras, E. (2021). Ultracompact stars with polynomial
complexity by gravitational decoupling.

• Ovalle, J. (2019). Docoupling gravitational sources in general relativity: the extended case.
• Contreras, E. y Stuchlík, Z. (2022). A simple protocol to construct solutions with

vanishing complexity by Gravitational Decoupling.

¿Es posible modelar un gravastar construyendo una solución interior con complejidad nula
utilizando el método de desacople gravitacional bajo el enfoque de deformación geométrica

mínima extendida, y que además sea físicamente aceptable?
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2. Objetivos



Objetivos

Objetivo general:

• Modelar un gravastar construyendo una solución interior con complejidad nula.

Objetivo específicos:

• Utilizar el método de desacople gravitacional mediante la deformación geométrica
mínima extendida para un sistema autogravitante con complejidad nula.

• Comprobar que la solución obtenida satisface las condiciones necesarias para con-
siderarse una solución interior físicamente aceptable.
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3. Marco teórico



Ecuaciones de campo de Einstein (EFE)

En relatividad general, las EFE describen cómo se comporta el espacio-tiempo en pre-
sencia de materia:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = kTµν , (1)

donde k = 8πG/c4. En 1916, K. Schwarzschild encontró la solución exacta de un agujero
negro esféricamente simétrico y estático, conocida como solución exterior (Tµν = 0) de
Schwarzschild, está dado por:

ds2 =
(
1− rS

r

)
c2dt2 −

(
1− rS

r

)−1
dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 (θ)dϕ2, (2)

donde rS = 2GM/c2 es el radio de Schwarzschild. Para estudiar el interior del agujero
negro en presencia de materia se requiere que Tµν 6= 0.
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Formalismo de un gravastar

Partiendo de la solución interior de un agujero negro de Schwarzschild

ds2 = eν(r)dt2 − e−λ(r)dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 (θ)dϕ2, (3)

Tµ
ν = diag(ρ,−pr,−pt,−pt). (4)

y considerando el interior como un fluido perfecto, además de una contracción adiabática
cuasiestacionaria (Pawel O Mazur y Mottola 2015), obtenemos las funciones correspon-
dientes a la solución interior de Schwarzschild en el límite ultracompacto (R = rS):

eν(r) =
1

4
(1−H2r2), (5)

e−λ(r) = 1−H2r2. (6)

El factor 1/4 indica que el tiempo pasa más lento en el interior y H es la constante de
Hubble.
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Formalismo de un gravastar

BEC (I)

exterior de
Schwarzschild (III)

envoltura (II)

Figura 2: Representación gráfica de la
estructura de un gravastar.

I. 0 ≤ r < r1, p = −ρ0,

II. r1 < r < r2, p = ρ,

III. r2 < r, p = ρ = 0.

(7)
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Factor de complejidad

El factor de complejidad (YTF ) es una función escalar capaz de cuantificar la comple-
jidad del sistema autogravitante con simetría esférica (Herrera 2021):

YTF = 8πΠ− 4π

r3

∫ r

0
r̃3ρ′dr̃. (8)

En el caso más simple, YTF = 0, se conoce como complejidad nula. Así, de la ecuación
(8), se tiene:

Π =
1

2r3

∫ r

0
r̃3ρ′dr̃, (9)

obteniendo como resultado una ecuación de estado no local la cual se utiliza como
condición extra al momento de resolver las EFE.
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Desacople gravitacional (GD)

Desacoplando Tµν en 2 fuentes gravitacionales es posible generar soluciones interiores
anisótropas a partir de soluciones isótropas, es decir

Tµν = T (s)
µν + αθµν , (10)

llegando a un sistema de 3 ecuaciones acopladas con 5 incógnitas {ν, λ, ρ, pr, pt}

κρ =
1

r2
+ e−λ

(
λ′

r
− 1

r2

)
, (11)

κpr = − 1

r2
+ e−λ

(
ν ′

r
+

1

r2

)
, (12)

κpt =
1

4
e−λ

(
2ν ′′ + ν ′2 − ν ′λ′ + 2

ν ′ − λ′

r

)
, (13)

donde
ρ = ρ(s) + αθ00 ; pr = p(s)r − αθ11 ; pt = p

(s)
t − αθ22. (14)
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Deformación geométrica mínima extendida (MGDe)

Introducimos una modificación del espacio-tiempo de la solución conocida T
(s)
µν

ds2 = eξ(r)dt2 − e−µ(r)dr2 − r2dθ2 − r2 sin2 (θ)dϕ2. (15)

T
(s)
µν

α = 0
Tµν

α ̸= 0

MGD

Figura 3: MGD como una extensión de la
Relatividad General.

Modificación geométrica:

ξ 7−→ ν = ξ + αg, (16)
e−µ 7−→ e−λ = e−µ + αf. (17)

La configuración {g = 0, f 6= 0} se la conoce como MGD, mientras que {g 6= 0, f 6= 0}
se la conoce como MGD extendida.
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Deformación geométrica mínima extendida (MGDe)

Aplicando MGDe en las ecuaciones (11)-(13) obtenemos el sistema de ecuaciones res-
pecto al sector T (s)

µν dado por

κρ(s) =
1

r2
+ e−µ

(
µ′

r
− 1

r2

)
, (18)

κp(s)r = − 1

r2
+ e−µ

(
ξ′

r
+

1

r2

)
, (19)

κp
(s)
t =

1

4
e−µ

(
2ξ′′ + ξ′2 − ξ′µ′ + 2

ξ′ − µ′

r

)
. (20)
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Deformación geométrica mínima extendida (MGDe)

Aplicando MGDe en las ecuaciones (11)-(13) obtenemos el sistema de ecuaciones res-
pecto al sector θµν dado por

κθ00 = −αf

r2
− αf ′

r
, (21)

κθ11 + αZ1 = −αf

(
ν ′

r
+

1

r2

)
, (22)

κθ22 + αZ2 = −αf

4

(
2ν ′′ + ν ′2 + 2

ν ′

r

)
− αf

4

(
ν ′ +

2

r

)
, (23)

donde Z1 y Z2 están definidos como

Z1 =
e−µg′

r
, (24)

Z2 =
e−µ

4

(
2g′′ + αg′2 +

2g′

r
+ 2ξ′g′ − µ′g′

)
. (25)
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4. Metodología



Funciones de acoplamiento

Bajo el enfoque MGDe, las componentes de la métrica (15) en función de {ξ, µ} pasan
a ser

eξ(r) =
1

4
(1−H2r2), (26)

e−µ(r) = 1−H2r2. (27)

La solución interior del gravastar en términos de la deformación geométrica toma la
forma

ν(r) = ln

[
1

4
(1−H2r2)

]
+ αg(r), (28)

e−λ(r) = 1−H2r2 + αf(r), (29)

Objetivo: obtener las funciones de acoplamiento g(r) y f(r).

Alexander S. 07/05/2025 Modelo de un gravastar con complejidad nula 15 / 34



Funciones de acoplamiento

Bajo el enfoque MGDe, las componentes de la métrica (15) en función de {ξ, µ} pasan
a ser

eξ(r) =
1

4
(1−H2r2), (26)

e−µ(r) = 1−H2r2. (27)

La solución interior del gravastar en términos de la deformación geométrica toma la
forma

ν(r) = ln

[
1

4
(1−H2r2)

]
+ αg(r), (28)

e−λ(r) = 1−H2r2 + αf(r), (29)

Objetivo: obtener las funciones de acoplamiento g(r) y f(r).
Alexander S. 07/05/2025 Modelo de un gravastar con complejidad nula 15 / 34



Función de acoplamiento f(r)

En el contexto de GD por MGDe es frecuente utilizar restricciones en la fuente θµν que
facilitan la obtención de f(r). En este caso, la restricción en la densidad está dada por

κθ00 = −αf

r2
− αf ′

r
= ηρ, (30)

donde η es una constante. Por lo que, f(r) puede obtenerse fácilmente dando como
resultado

f(r) = −H2r2η

α
, (31)

donde la constante de integración es excluida para evitar divergencias en el interior.
Reemplazando la ecuación (31) en (29) resulta

e−λ(r) = 1−H2r2(1 + η). (32)
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Función de acoplamiento g(r)

Para obtener g(r) utilizamos el concepto de complejidad donde YTF puede escribirse
como

YTF =
e−λ

4r

[
ν ′(2 + rλ′ − rν ′)− 2rν ′′

]
. (33)

Para un sistema con complejidad nula (YTF = 0), reemplazamos (28) y (32) en (33)
para obtener

g(r) =
1

α

2 ln

cos (C1)−
√

1
η (1−H2r2(1 + η)) · sin (C1)√

1− 1
η (1−H2r2(1 + η))

+ C2

 . (34)

Reemplazando la ecuación (34) en (28) resulta

eν(r) =
(1−H2r2)ηC2

(
cos (C1)−

√
1
η (1−H2r2(1 + η)) · sin (C1)

)2

4(η − 1 +H2r2(1 + η))
. (35)
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Sector material

El sector material de la nueva solución interior de gravastar está dada por la densidad
efectiva

κρ = 3H2ϵ, (36)

la presión radial efectiva

κpr = − 1

r2
−

B(r)
(
η − 1−H4r4ϵ+ 2H2r2(1− 2η)

)
cos (C1)

r2(1−H2r2)(η −A(r))(cos (C1)−B(r) sin (C1))

− sin (C1)

ηA(r)r2(1−H2r2)(η −A(r))(cos (C1)−B(r) sin (C1))

(
η − 1

+ 3H6r6ϵ2 +H2r2(5− 4η − 3η2)−H4r4(7 + 3η − 4η2)

)
,

(37)
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Sector material

y la presión tangencial efectiva

κpt =
H2

ηB(r) (1−H2r2)2 (η −A(r))2 (A(r) sin (C1)− cos (C1))

[
ηB(r)

(
1− 5η

+H8r8ϵ3 − 2H6r6ϵ2(2 + η) + η2ϵ(3 + η2)− 2H2r2
(
2− 3η + 3η3

) )
cos (C1)

−A(r)
(
3 + 2H6r6(η − 6)ϵ2 + 3H8r8ϵ3 − η

(
7− η − 3η2

)
+ 2H4r4ϵ

(
9

− 4η − η2
)
− 2H2r2

(
6− η

(
5 + 4η − 5η2

) ))
sin (C1)

]
,

(38)
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Sector material

donde definimos los siguientes parámetros

ϵ = 1 + η, (39)
A(r) = 1−H2r2ϵ, (40)

B(r) =

√
A(r)

η
. (41)

Como complemento, obtenemos la función de anisotropía Π = pt − pr

Π =
2H2r2

κηB(r) (1−H2r2)2 (η −A(r))2 (cos (C1)−B(r) sin (C1))

[
ηB(r)

(
3

+ 2η + η2 + 3H4r4ϵ2 −H2r2
(
3 + 4η + η2

))
cos (C1)−

(
1 + 2η + 3η2

−H6r6ϵ3 +H4r4ϵ2(3 + 2η)−H2r2
(
3 + 7η + 7η2 + 3η3

))
sin (C1)

]
.

(42)
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Condiciones de frontera

Para comprobar que la nueva solución interior de gravastar es compatible con una solu-
ción exterior, es necesario que la nueva solución cumpla con 3 condiciones de conti-
nuidad en la frontera

eν(r)
∣∣∣∣
Σ−

=

(
1− 2M

r

) ∣∣∣∣
Σ+

, (43)

e−λ(r)

∣∣∣∣
Σ−

=

(
1− 2M

r

) ∣∣∣∣
Σ+

, (44)

pr(r)

∣∣∣∣
Σ−

= pr(r)

∣∣∣∣
Σ+

. (45)
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Solución exterior

Definimos la solución exterior que emplearemos la cual fue obtenida bajo el enfoque
MGD (Ovalle, Posada y Stuchlík 2019)

eν = 1− 2M

r
, (46)

e−λ =

(
1− 2M

r

)(
1 +

ℓ

2r − 3M

)
, (47)

κρ = − ℓM

r2(3M − 2r)2
, (48)

κpr = − ℓ

r2(3M − 2r)
, (49)

κpt =
ℓ(M − r)

r2(3M − 2r)2
, (50)

donde ℓ es una constante con unidades de longitud.
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5. Resultados



Nueva solución de gravastar (e−λ)

Para que e−λ sea continua en
la superficie se requiere que

H = ±

√
2M

R3(1 + η)
. (51)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r/M
e-

λ

Figura 4: Función e−λ de la nueva solución de gravastar
con M = 1.
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Nueva solución de gravastar (ρ)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.5

1.0

1.5

r/M

κρ

Figura 5: Densidad efectiva ρ de la nueva solución de gravastar con M = 1.
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Nueva solución de gravastar (pr y pt)

C1=-π/ 5

C1=-π/3

C1=-π/4

C1=-π/6

C1=-π

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

r/M

κp
r

(a)

C1=-π/ 5

C1=-π/3

C1=-π/4

C1=-π/6

C1=-π

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

r/M

κp
t

(b)

Figura 6: (a) Presión radial efectiva pr y (b) presión tangencial efectiva pt de la nueva
solución de gravastar para diferentes valores de C1 con η = 5/2, M = 1.
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Nueva solución de gravastar (eν)

C2=1

C2=2

C2=3

C2=4

C2=5

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

r/M

eν

Figura 7: Función eν de la nueva solución de gravastar para diferentes valores de C2 con
η = 5/2, C1 = −π/

√
5, M = 1.
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Análisis de resultados con el exterior (eν y e−λ)

0 1 2 3 4 5

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

r/M

eν

Figura 8: Función eν de la nueva solución de
gravastar con el exterior con η = 5/2,
C1 = −π/

√
5, C2 = 1, M = 1.
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Figura 9: Función e−λ de la nueva solución de
gravastar con el exterior con ℓ = −1, M = 1.
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Análisis de resultados con el exterior (sector material)

ρ

pr

pt

0 1 2 3 4 5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

r/M

κρ
,κ
p r
,κ
p t

Figura 10: Densidad efectiva ρ, presión radial efectiva pr y presión tangencial efectiva pt de la
nueva solución de gravastar con el exterior con η = 5/2, C1 = −π/

√
5, ℓ = −1, M = 1.
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Análisis de resultados

Cabe destacar 4 aspectos importantes en base a los resultados:

1. ¿Por qué H?
Utilizamos H para asegurar la continuidad en la componente radial alegando ligeros
efectos en la densidad la cual recordamos que es constante.

2. Sistema (casi) completo
Tomando en cuenta las constantes dentro del sistema, llegamos a obtener un sector
material bastante favorable el cual podría ser perfectamente ajustado.

3. Continuidad sin condición
En el caso de la componente temporal y la presión radial se logró conectar con el
exterior simplemente haciendo un uso correcto de las constantes.

4. ¿MDG 6= MGDe?
¿Se debería analizar el modelo con un exterior obtenido bajo el mismo enfoque?
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6. Conclusiones y recomendaciones



Conclusiones

• Se logró modelar la solución interior de un gravastar con complejidad nula.

• Se empleó el método de desacople gravitacional bajo el enfoque de deformación
geométrica mínima extendida para modelar un gravastar con complejidad nula.

• Se comprobó que la nueva solución de gravastar por complejidad nula satisface las
condiciones necesarias para ser considerada como físicamente aceptable.
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Recomendaciones

• Se recomienda realizar un estudio exhaustivo de la teoría de gravastars, previo al
desarrollo de la investigación, para abordar de forma eficiente tanto los problemas
teóricos como dentro del formalismo matemático.

• En base a los resultados obtenidos, se recomienda emplear más a menudo el en-
foque por deformación geométrica mínima extendida con la finalidad de obtener
nuevas soluciones de modelos que presenten limitaciones en un inicio.

• Para contribuir con la investigación de este trabajo, se recomienda estudiar la
viabilidad de obtener una nueva solución exterior utilizando el mismo enfoque para
analizar las ventajas y desafíos del modelo.
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